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§ 4. Corps quotients de Gb(X) 
Dans ce paragraphe nous etudions les corps H = 0b(X--'>K>Jm ou m est un 
deal maximal de Gb(X ___,.. K). On exclut le cas ou H =K; on en deduit 
a l'aide du theoreme (2.I) qu'il existe un V E b tel que V ne soit pas com-
pact. Comme Cb(X) =0b(r5X), on pent supposer X E L1. L'ideal maximal 
m est associe a un ouf-filtre maximal No-libre sur X. Voir (3.I) et (1.3). 
Soit A un surcorps de B, alors tr[A: B] designe le degre de transcendance 
de cette extension. 
{4.I) Theoreme. On suppose H -t=K. Alors K est algebriquement lerme 
dans H et tr[H:K];;.2N•. 
Demonstration. Pour tout I ECb(X- K), I mod m designe sou 
image dans H. Posons R ={!mod mil E Gb(X ___,.. K) et {x E XI lf(x) I< 
.;;;;; 1} E Ol!}. Alors R est un sous-anneau de H et R possede les proprietes: 
1 ER; si a EH\R, a-1 ER; R n K={A EKjjJ.j.;;;I}. 
Autrement dit, R est un anneau de valuation sur H (en general de 
rang¥= l) prolongeant la valuation de K. Soit n l'ideal maximal de Ret 
soit V =R\n. 
Alors H*/v est le groupe des valeurs de H, ce qui sera note par jH*j. 
Le groupe des valeurs de K sera note jK*j. Le corps des restes Rfn de H 
est isomorphe a OTb(X- k)Tm ou 
(I) k est le corps des restes de K; 1: est !'application canonique de 
{A E Kl j).j < l} sur k. 
(2) -r;b={-r;BjB E b, sup IBI < l} est une bornologie sur k. 
(3) -r;m est l'ideal maximal de OTb(X ___,.. k) associe a l'ouf-filtre maximal tJU. 
On remarque que, s'il existe un V E b tel que V ne soit pas compact, 
b possede une des deux proprietes suivantes: 
(a) II existe un ensemble infini W E -r;b. 
(b) II existe un ensemble {anln EN} E b tel que !ani¥= I pour tout n et 
que lim lanl = l. 
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Dans le cas (a), lemme (4.2) entra1ne tr[H: K];;;.2~t•, parce que 
tr[Rfn: k];;;.2K•. 
Dans le cas (b), lemme ( 4.3) entraine card IH* 1f1n 1;;;;. 2K• et par suite 
tr[H: K];;;;. 2ll•. 
Il nous reste a demontrer que K soit algebriquement ferme dans H. 
Soit p E K[X] un polynome irreductible de degre ;;;;. 2. Alors inf {lp(A.)I 
I.A. E K} = o > 0, puisque K est complet. Pour tout f E Ob(X ~ K), 
inf {/p(f(x))/lx E X};>o> 0. 
Par suite p(f) mod m =/:- 0. C' est-a-dire que K est algebriquement ferme 
dans H. 
(4.2) Lemme. Supposons que la valuation de K soit impropre et que 
H=Cb<X-+K>Jm=foK. Alors tr[H: K];;;.2K•. 
Demonstration. D'abord nous demontrerons le lemme en supposant 
que card K =No- L'ultrafiltre crt associe a m est No-libre, done il y a des 
00 
oufs Un E Oft tels que Ul=X, Un:) Un+l, n Un=0. Soit {anln EN} E b 
tel que an=Fam pour n=j:-m. * n~l 
Pour tout a E R, a> 0 on definit la fonction continue g": X~ K par: 
Ycx(x) = a[nal si x E U n \ U n+l· Evidemment f!tx E Ob(X ~ K). L'equation 
g"- g8 E m entra1ne que 1' ensemble des n E N pour lesquelles arncxl = arnPl 
est infini et par suite rx=f3. Done card H;;;.2K•. II s'ensuit que tr[H: K];;;. 
;;;;. 2K•, puisque card K =No- . 
Demontrons alors le lemme dans le cas general. Soit {an In EN} E b un 
ensemble infini et soit L le sous-corps de K engendre par {anln EN}. Le 
cardinal de L est No. Considerons un ensemble Ualrx E A} C Ob(X ~ K) 
tel que 
(I) fc.(X) C L pour tout rx EA. 
(2) la famille {f"' mod mlrx E A} soit algebriquement libre sur L. 
Il suffit alors de demontrer que la famille {!"'mod mla E A} est alge-
briquement libre sur K. 
Pour cela soit V une base de transcendance de K sur L et soit K1 = L( V), 
le corps engendre par L et V. L'extension K1 C K est algebrique; done 
il suffit de demontrer que la famille {/IX mod mla E A} est algebriquement 
libre sur K1. 
Soit p E Kl[X1, ... , Xn] un polynome et a1, ... , rxn E A tel que 
p(f"'l' ... , laJ mod m=O. 
Alors il y a des elements h, ... ' tm E v tels que p possede la forme: 
h(f}, ... , tm)p(Xl, ... , Xn)= .2 Yr(Xl, ... , Xn)ti1 ••• t:;.m OU 
r 
y= (y1, ... , ym), Yr E L[X1, ... , Xn] pour tout y, hE L[Y1. ... , Y m] avec 
h=f:-0. 
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La formule p(/"'1 , ••• ,/"',,)mod m= 0 implique qu'il existe un U E Olt tel 
que p(f"'l(x), ... , f"'n(x)) = 0 pour tout X E u. Comme les elements t~, ... , tm 
sont algebriquement libre sur L, g,(/"'1, ... , f"'m)=O mod m pour tout y. 
Par suite p=O. 
{4.3) Lemme. On suppose qu'il existe un ensemble {a,.ln EN} E b tel 
que lanl f' 1 pour tout n et lim lanl = 1. Alors card IH*If1x*l;;;. 2K•. 
Demonstration. On peut supposer lanl < lan+ll pour tout n EN. 
00 
Soit {UnlnEN}COU, Ul=X, U,.-:JUn+l, n U,.=0. Pour tout IXER, 
* n=l 
tX>O, on definit f"'(x)=a1,."'1 six E U,.\Un+l· Evidemment /"' E0b(X- K). 
Supposons que /Ji 1 mod V E IK*I, alors il y a unA. E K* et un U E Olt 
tel que lf"'(x)/j 1{x)l = lA. I pour tout x E U. Alors !'ensemble des n EN tel 
que la1,."'1a[n!11 = lA. I est infini. Done lA. I= 1 et par suite la1,."'11 = la1,.1nl pour 
un sous-ensemble infini de N. II s'ensuit que tX={J. 
Done card IH*If1x* 1;;;.2at•. 
Remarques (1) En general H n'est pas une extension pure de K. 
Par example, si K est algebriquement clos et que b soit Ia bornologie 
de tous les parties bornees de K, le corps H est algebriquement cios. 
(2) Dans le cas ou K = R muni de la valuation impropre et b est la 
bornologie de tousles parties de R, tout corps H (different de R) est un 
corps hyper-reel (hyper-real field [3]). 
(4.4) Proposition. On suppose que tout BE b soit bornee par rapport 
a la valuation de K. Alors: 
{1) La norme quotient sur H, induite par la norme II/II= sup {1/(x)llx EX} 
sur Ob(X- K), est une valuation sur H prolongeant la valuation de K. 
(2) Pour que l'anneau de valuation de H defini par la norme quotient sur 
H soit egale a R, il faut et il suffit qu'il n'existe pas un ensemble 
{an In EN} E b tel que lanl # 1 pour tout n et lim lanl = 1. 
Demonstration. ad (1). Soit f E Ob(X). Alors 
II/ mod mil= inf {11/+glllg Em} 
et cela est egal a 
inf {ll/+g{1-~u)IIIU E Olt, g E Ob(X- K)} 
en vertu de la prop. (3.2) (a). Done 
11/modmll= inf{l!/~ui!IUEC!lt}= inf{sup 1/(U)IIUEC!lt}. 
Soient /1, /2 E Ob(X); e E R, 0 < e < 1. L'ouf 
Ui={x EXII/i{x)l>el!/modml!} 
appartient a Olt. Done u = ul ('\ u2 E Olt et par suite 
l!fgmodmll> infl/g(U)I>e2ll/modmi!IIYmodml!. 
Cela veut dire que llfg mod mil= Ill mod mll·llg mod mil· 
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ad (2). Trivial. 
Remarque. En general Cb(X-+ K) et H muni de 11·11 et II· mod mil 
ne sont pas complets. Une condition suffisante pour que ces espaces soient 
complets est que: V C K appartient a b s'il existe pour tout e>O un 
BE b tel que V C {A. E KJ inf JA.-BJ .;;;e}. 
(4.5) Corollaire. Supposons que la valuation de K soit discrete et 
que tout BE b soit borne. Alors le corps des restes de H est 0 b<X-+k>JTm et le 
groupe des valeurs de H est le groupe des valeurs de K. 
§ 5. L'algebre Cp(X) 
La bornologie des parties relativement compactes de K sera noMe par p. 
Dans ce paragraphe on etudie les proprietes de Cp(X) = {f: X -+Kif est 
continue et f(X) est compact}. Cp(X) est une algebre de Banach dont la 
norme est llfll = sup {lf(x)JJx EX}. Une base orthogonale (voir [9]) d'un 
espace norme E sur K est un sous-ensemble {etli E I} de E tel que: 
( 1) II EA.iei II = max (II A.tet II) pour toute serie convergente EA.tet. 
(2) Tout element X de E soit egal a une serie convergente EA.tei. 
(5.1) Theoreme. Chaque Cp(X) possede une base orthogonale formee 
par des elements idempotents. 
D'abord nous demontrerons un Iemme. 
(5.2) Lemme. Soit P le corps premier de K et 
c = max {lA. I JA. E P, JA.J < 1 }. 
Etant donnes des elements idempotents e~, "., ek E Cp(X); Al, "., Ak E K tels 
que IIEA.tetll < max (IIA.tetll). Alors il y a fll, ... , ftk E P tels que 
IIE~-tteill .;;;c max (liftied) et max (iftti}*O. 
Demonstration. Bornons nous au cas ou max IIA.teill =max JA.tl = l. 
Designons par k le corps des restes de K et -r !'application canonique de 
{A. E KJ JA.J < 1} sur k. La formule II EA.tetll < 1 entraine .E-r(A.t)ei = 0. 
II y a des idempotents /1, ... , fz tels que: 
(1) fnfm= 0 si n*m. 
(2) et = ~ nt,Jfi oil. ni,i E {0, 1 }. 
i 
Alors 0= .E-r(A.i)ei= ~ (~ ni,J<(Ai))fi, et par suite les equations lineaires 
i i 
~ niJ<(Ai) = 0 (j = 1, ... , l) possede une solution non-triviale dans k. Done 
• il existe une solution non-triviale dans le corps premier de k. Cette solution 
est de la forme <(ftl), ... , <(ftk) ou ftt, ... , ftk E P et max If-til= l. 
On a done II E~-tiei[l < 1 et II L'~-tieill E JPJ. II en resulte 
IIE~-tteill .;;;c max (11~-tieill). 
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Demonstration de (5.1). Soit {e1!i EI} une partie maximale or-
thogonale de Op(X) formee par des elements idempotents. On va montrer 
que {et!i E I} est une base orthogonale de Op(X). II suffit de demontrer 
que l'espace vectoriel ferme v engendre par {etli E I} est egal a Op(X). 
Soit I E Op(X) et soit e E R, 1 > e > c, il y a des idempotents /I, ... ' lz et 
des elements A1, •.. , ;., E K tels que JJI-.EJ.(ftll <eJJI!i et que lnlm=O si n=Fm. 
Comme }'ensemble {e1!i E I} est maximal, ii existe pour tout june equation 
11/i-.E,u,e,JJ<l. D'apres le Jerome (5.2) il existe pour tout june equation 
I 
llfi-.E~1.te1JI .;;;c. Maintenant Ill- ~ AJ ~ ~1,te1JI <eiiiJJ. Le Jerome de Riesz 
i=l ' 
- qu'on montre sans peine dans le cas non archimedien - entraine 
V =Op(X). 
Exemple. Soit X= {x E Qpllxl.;;;;; 1} ou Qp est le corps des nombres 
p-adiques. 'Pn designe, pour n;;;. 1, la fonction caracteristique de la boule 
{x E Xllx-nl <p£P log nJ} et VJo= 1. 
Alors {VJnln> 0} est une base orthogonale de Op(X _,.. K) pour tout corps K. 
On peut utiliser cette base dans la theorie des equations differentielles; 
je me propose d'y revenir. 
(5.3) Proposition. Soit X une partie infinie compacte de K. Alors 
Op(X _,.. K) possede une base ortkogonale {lnln> 0} ou In est une lonction 
polyn6me de degre n. 
Demonstration. Soit Pn C Op(X _,.. K) l'espace vectoriel des fonc-
tions polynomes de degre .;;;;; n. On pose 
-r:P n ={I EP,.III/II.:;;.l}j{IEP,.III/11<1}· 
00 
Alors U Pn=Op(X _,.. k) ou k designe le corps des restes de K. On en 
n-o 
deduit que -r:Pn=FTPn+l puisque X est un ensemble infini. II existe done 
00 
une suite {In In> 0} C U Pn telle que: 
n=O 
(1) {lo, ... ,In} soit une base de Pn pour tout n. 
(2) Ill nil= 1 pour tout n . 
. 
(3) {rio, ... , -r:ln} soit une base de -r:Pn pour tout n. 
D'apres la theorie des bases orthogonales, exposee dans [9], {lnln;;;.O} 
00 
est une base de U Pn et {In In> 0} est orthogonal. L'espace vectoriel 
co n=O 
U Pn est dense dans Qp(X _,.. K) selon le theoreme de Stone-Weierstrasz-
n=o 
Kaplansky [7]. Done {lnln;;;.O} est une base orthogonale de Op(X _,.. K). 
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Remarques. (1) Soit X={x E QpJJxJ<1} et soit K un surcorps de 
Qp. Alors les fonctions polynomes 
( x) = x(x-1) ... (x-n+ 1) 
n n! 
forment une base orthogonale de Cp(X -l>- K). Cet exemple est du a K. 
Mahler [8]. Mme Y. Amice [1] a construit une theorie concernant les 
bases orthogonales de cette forme. 
(2) Designons par @ le produit tensoriel topologique d'espaces de 
Banach sur K, comme defini dans [11] et [4]. On a les identites 
Cp(X -l>- K)@ Cp(Y -l>- K)=Cp(X x Y -l>- K). 
Cp(X --3>- K) @ L=Cp(X --3>- L) 
ou X et Y sont des espaces compacts, ind X= ind Y = 0 et ou L est un 
surcorps de K. 
(5.4) Proposition. Soit A E Alg/K· Pour que A E Ep, il faut et il 
suffit que (a) A soit une algebre de Banach commutative sur K et (b) le sous-
espace vectoriel de A engendre par les idempotents e E A avec I! ell= 1 soit 
dense dans A. 
Demonstration. Th (5.1) dit que Ia condition est necessaire. D'autre 
part, un homomorphisme tp E A est determine par ces valeurs sur l'algebre 
de Boole B formee par les idempotents de A. II s'ensuit que A est homo-
morphe a l'espace de Stone associe a B et par suite A est compact et 
ind A=O. 
Soit A1 le sous-espace vectoriel de A engendre par les idempotents 
e E A avec jjejj = 1. L'application canonique tp: A 1 ,..-+ Cp(A) est une iso-
metrie. Cette application se prolonge en un isomorphisme de A sur Cp(A). 
Cela veut dire que A E Ep. 
La dualite entre les categories ret Ep (th (1.1)) montre !'existence 
d'une connexion entre la structure topologique de X et la structure 
algebrique de Cp(X). Nous donnons quelques exemples de cette cormexion. 
Definitions. (1) Soit X un espace topologique. Une partie V de X 
0 
s'appelle un ensemble ferme regulier si V = V. 
(2) On dit que X est extremement disconnexe si pour toute partie 
ouverte 0 de X !'adherence 0 est aussi ouverte. 
(3) Une ultrametrique sur un ensemble A est une metrique sur A ayant 
la propriete: d(x, z) < max (d(x, y), d(y, z)). Un espace topologique X sera 
appele ultrametrisable s'il existe une ultrametrique sur X compatible avec 
la topologie de X. 
(4) Soit Run anneau commutatif et soit VCR. L'ensemble N(V)= 
= {f E RJJfV = 0} sera appele l'annulateur de V. Une partie W de R pour 
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laquelle il existe un V C R avec N( V) = W sera appelee un annulateur 
de R. 
(5.5) Proposition. Soit X un espace compact, ind X =0. Supposons 
que la valuation de K soit propre. Alors les proprietes suivantes de X sont 
equivalentes. 
( 1) X est ultrametrisable. 
(2) X est metrisable. 
(3) Cp(X ~ K) est de type denombrable. (Voir [9]). 
(4} Il existe un element f, tel que Cp(X ~ K) soit engendre par f (C'est-a-dire 
que K[f] est dense dans Cp(X ~ K).). 
Demonstration. (1) =*" (2). Trivial. 
(2) =*" {3). Comme X est metrisable et compact, X possede une base 
denombrable ou fini B de la topologie, formee par des oufs. Tout ouf 
de X est une reunion finie d'elements de B et par suite l'ensemble des 
oufs de X denombrable ou fini. Tenant compte du theoreme (5.1}, l'espace 
Cp(X ~ K) est du type denombrable. 
(3) =*" (4). Soit {etli E I} une base orthogonale de Cp(X ~ K) formee 
par des elements idempotents. Comme Cp(X ~ K) est de type denombrable 
on peut supposer que I= N. Soit A. E K, 0< IA.I < 1. Alors Ia fonction 
00 
f= I A.nen est une application injective continue de X dans K. Le 
n-1 
theoreme de Stone-Weierstrasz-Kaplansky [7] entraine que K[f] est dense 
dans Cp(X ~ K). 
(4) =*" {1). Supposons que X soit engendre par f. Evidemment f est 
injective et par suite Ia formule d(x,y)=lf(x)-f(y)l definit une ultra-
metrique sur X compatible avec Ia topologie de X. 
(5.6) Proposition. Soit X un espace compact, ind X =0. Pour que 
X soit separable, il faut et il suffit que Cp(X ~ K) soit isomorphe a sous-
algebre fermee de Cp({JN ~ K). 
Demonstration. Pour que X soit separable, il faut et il suffit qu'il 
existe une surjection continue g: {JN ~X. La dualite de ret Ep entraine 
que cela est equivalent a Cp(X ~ K) est isomorphe a une sous-algebre 
fermee de Cp({JN ~ K). 
(5.7) Proposition. Soit X un espace compact, ind X =0. 
( 1) A toute partie fermee V de X on fait correspondre l' ideal ferme i( V) =-
= {f E Op(X)If-1(0) :J V}. Cette correspondance est biunivoque. 
(2) Pour que V soit un sous-ensemble ferme regulier de X, il faut et il 
suffit que i( V) soit un annulateur de Cp(X). 
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Demonstration. ad (1). Cela est deja demontre dans (3.1) et (3.2). 
ad (2). N(i(V)) e-st un ideal ferme et !'ensemble ferme associe a cet 
ideal est X\ V =X\ V. Et !'ideal N(N(i( V))) correspond a !'ensemble ferme 
0 
V. Pour que i(V) soit un annulateur, il faut et il suffit que N(N(i(V)))= 
0 
=i(V). Cela equivaut a V = V. 
Definition. Soit Tune categorie. Un objet X de T s'appelle injectil 
si X a la propriete: Quelque soient les objets Y, Z E T, le morphisme 
I: Y -+ X et le monomorphisme g: Y -+ Z, il existe un morphisme h: Z -+ X 
tel que I= h o g. La definition d'un objet projectil est duale. 
(5.8) Proposition. Soit X un espace compact, ind X=O. Les pro-
prietes suivantes de X sont equivalentes. 
(1) X est un objet projectil de T. 
(2) Cp(X -+ K) est un objet injectil de Ep. 
(3) X est extremement disconnexe. 
(4) Quelque soit l'ensemble VCCp(X-+K), on a N(V)+N(N(V))= 
=Cp(X-+ K). 
(5) L'algebre de Boole, lormee par les ouls de X, est complete. 
Demonstration. La dualite de T et Ep entraine !'equivalence de 
(l) et (2). 
(1) ==? (3). Soit 0 une partie ouverte de X. II faut demontrer que 0 
Q 
"soit ouverte. Designons par X1 et X2 les sous-espaces fermes de X, 0 
0 
respectivement X\0 et soit X 3 la somme des espaces topologiques X1 
et X2. Soit 1: X 3 -+ X la fonction continue definie par: I/X1 est !'injection 
- Q 
0-+ X et I/X2 est !'injection X\0-+ X. Evidemment I est surjective. 
Comme X est un objet projectif, il existe une application continue 
h: X-+ Xa telle que I 0 h= 1x. Pour X E 0, h(x) E xl et par suite h(O) c xl. 
Q - Q -De meme h(X\0) C X2. Done 0 C 0. Cela veut dire que 0 est ouvert. 
(3) ==? (4). Soit V une partie quelconque de Cp(X-+ K). D'apres (5.7) 
il existe un sons-ensemble ferme regulier A de X tel que N( V) = 
{IE Op(X)II-1(0) "J A}. Comme X est extremement disconnexe, A est un 
ouf. Alors 1-~A EN(V} et ~A EN(N(V)). Done N(V)+N(N(V))=Cp(X). 
( 4} ==? (5}. Soit V un ensemble quelconque d'idempotents deCp(X -+ K). 
II faut demontrer que sup V existe. Comme N(V)+N(N(V))=Cp(X-+ K) 
et N(V} n N(N(V))=O, il existe un idempotent e E N(V) tel que 1-e E 
E N(N( V)). Comme on le verifie aussitOt sup V = 1- e. 
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(5) ==;.. (1). La condition (1) ne depend pas de K; on peut done supposer 
K = Fz. La dualite de Ep et r entraine qu'il suffit de demontrer que, si 
une algebre de Boole est complete, elle est un objet injectif de la categorie 
des algebres de Boole. Or, cela est bien connu; voir [6]. 
Remarque. L'algebre 0 00(X --3>- K) des fonctions continues f: X --3>- K 
pour lesquelles {x E Xllf(x)l ::>s} est compact si s>O ne se trouve pas dans 
cet article, puisque X 1--3>- 0 00(X --3>- K) n'est pas un foncteur. 
La theorie de 0 00(X --3>- K) se deduit aussit6t de la theorie de Op(X --3>- K) 
parce que l'algebre Ooo(X--)>- K) +K1 appartient a Ep (voir la prop. (5.4)). 
II existe done un espace compact Y avec ind Y = 0 tel que 
(1) Ooo(X--)>- K) +K1 =Op(Y --3>- K). 
(2) 0 00(X --3>- K) est un ideal maximal de Op(Y --3>- K). 
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